Manfred Borovcnik, Klagenfurt

EIN DIREKTER ZUGANG ZUR BEURTEILENDEN STATISTIK

1. Einleitung - Zur Gestaltung des Unterrichts in Wahrscheinlich-

keitsrechnung und Statistik

Bei der Rechtfertigung von Stochastik-Unterricht tauchen immer
wieder zwei Argumente auf:
Es handelt sich dabei um eine eigene Denkweise, an die Probleme

heranzugehen - in Abhebung vaom noch immer deterministisch geprégten
Weltbild.

Die Durchdringung der Arbeitswelt, vieler Wissenschaften und des
tdglichen Lebens - die enorme Anwendungsbreite von Stochastik -
macht es erforderlich, sich damit auseinanderzusetzen.
Man beschrdnkt sich allerdings zu sehr auf den Bereich Wahr-
scheinlichkeitsrechnung und damit auf die innermathematischen
Beziehungen.
Beschreibende Statistik erscheint vom mathematischen Problem-
gehalt zu leicht - beurteilende Statistik als zu schwierig und
wird hdufig nicht unterrichtet. Zu einem verlieren dadurch die
angefiihrten Rechtfertigungsargumente sehr viel an Uberzeugungs-
kraft, zum anderen ist durch die Erarbeitung der mathematischen
Beziehungen ein ausgewogenes Verstdndnis der erarbeiteten Be-

griffe und Methoden (i.a. noch) nicht gewdhrleistet.

Wir mochten im folgenden

* zentrale Ideen der beschreibenden Statistik herausarbeiten, an denen
deutlich wird, daB dieses Teilgebiet interessant flir den Unterricht
gestaltet werden kann,

® einen direkten Zugang zur beurteilenden Statistik aufzeigen. Wie
kdnnen statistische Fragestellungen erarbeitet werden, ohne daB man
den Wahrscheinlichkeitskalkiil aufbaut? Wahrscheinlichkeitsrechnung
erscheint dabei nur als (mSgliches) Anhdngsel zur Formalisierung
(wie soll mit Wahrscheinlichkeiten kohédrent umgegangen werden?) und
damit zur "mathematischen" Rechtfertiqung der "empirisch" vorwegge-
nommenen Zusanmenhdnge.

2. Hdufigkeitsverteilungen

Zur Erfassung bestimmter Sachverhalte, zur Beantwortung bestimmter
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Fragestellungen miissen oft Daten erhoben werden. Das-Ergebnis
einer Urliste mit mehreren Variablen bietet jedoch eine Fille von

Informationen, die es erst zu ordnen gilt.

Tabelle: Daten von 25 befragten Personen

Person Alter Geschlecht  Familien- Kinder- abgeschlossene Schul-
stand zahl bildung
der des
Ehegattin Ehegatten

Mandl 70 ménnl. verh. 3 7 K1.AHS 6 K1. AHS
Rinder 28 weibl. getr. 3 Matura AHS Matura HAK
Kassl 47 n&nnl. verh. 1 3 K1.HAK Matura AHS
Fellner 48 ménnl. verh. 3 Matura HAK 7 Kl. AHS
folzer 23 mannl . verh. [o} HS Matura HTL
Mack 69 weibl . gesch. 3 - 3 K1. HTL
Draxl 3 weibl. verh. 1 1.0ipl. Magister ium
Peuker 70 weibl. ledig (o) - HS

Hitter 80 weibl. verw. 6] - HS

Strobl 37 weibl. verh. 3 1.Dipl. 7 K1. AHS
Bauer 65 weibl. ledig (o} - HS

Gigler n weibl. verw. 2 - HS

Steiner 41 wzib]. getr. 3 Matura Matura AHS
Isola 70 minnl, verh. 5 HS Vs

Zwick 56 weibl . verh. 1 Matura 3 K1. HTL
Walzl 34 weibl. verh. 4 HS HS

Krenn 48 weibl, verh. 6 Matura 3 Kl. HAK
Zottl 43 weibl . gesch. 3 - 3 K1. HAK
Vieler- 50 weibl. verh. 1 Matura 7 K1. AHS
Mitterer 24 weibl, verh. 2 Matura HS

Hiltl 23 minnl . verh. 1 1.Dipl. Matura AHS
hngerer 47 weibl. verh. 4 Doktorat Doktorat
Kaus 63 ménnl. ledig o) - Matura HTL
Gasser 31 weibl. verh. 4 7 KL. DS Matura AHS
Spitzer 21 weibl . aetr. 3 HS - HS

- Zunehmende Raffung kann Klarheit dariiber verschaffen, was fiir
die untersuchte "Personengruppe" (die untersuchten Objekte)
typisch ist bzw., wo sich dariiber hinaus Besonderheiten (Aus-
reiBer etwa) ergeben. Zuerst werden die Daten von den Personen
losgel®dst, des weiteren wird zundchst jede einzelne Variable
fiir sich isoliert betrachtet. Hiufigkeitstabellen geben einen
raschen Uberblick dariilber, wie hdufig die verschiedenen

Variablenwerte aufgetreten sind.

Geschlecht Anzahl  relative Hiufig- Kinderzahl relative Hiufigkeit Alter relative Hiufigkeit
keit in % in % in %
(o] 20 20 - 30 20
minnlich 7 28 % 1 20 30 ~ 40 16
weiblich 18 72 % 2 8 40 - 50 24
3 32 50 - 60 8
25 100 % 3 12 60 - 70 12
mehr als 4 8 70 - 80 16
- 2 B0 4

Tabellen: Verteilung des Geschlechts, der Kinderzahl bzw. des Alters in
obiger Erhebung

Die graphische Darstellung erhtht die Lesbarkeit sehr:
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Bild 1: Mdglichkeiten der Darstellung: Stabdiagramm, Kreisdiagramm bzw.
Histogramm

Bei quantitativen Variablen fiihrt oft erst geeignete Klassifi-
zierung der Daten zu mehr ttbersicht und zu erkennbaren "Mustern"
in der graphischen Darstellung. Dabei ergibt sich das Problem
der Wahl einer geeigneten Klasseneinteilung: der Gewinn an Uber-
sicht ist gegen den Verlust an urspriinglich vorhandener Infor-

mation abzuwdgen.

Bild 2:
I . Verteilung des Alters — ohmn
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Wwerden ungleich breite Klassen gewdhlt, so kann sich durch die
wahl der Darstellung ein optisch unglinstiger Eindruck ergeben:
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Bild 3: Histogramm bei Klasseneinteilung mit unterschiedlichen Klassen—
breiten - Hohen 2 Hiufigkeiten gegen Flachen & Hiaufigkeiten;
2bstand zwischen ersten Symptomen und Herzinfarkt.
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In der Regel erweist es sich als glinstig, Histogramme so zu
zeichnen, daB die Flichen der einzelnen Bl&cke proportional zu

den entsprechenden Hiufigkeiten der zugehdrigen Intervallklassen
sind.
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Lernziele:
¢ Elementare Kulturtechniken, wie Lesen und Erstellen von Tabellen und
graphischen Darstellungen.
* Jeitidee: Raffung von Information:

- Gewinn von Ubersicht,
- Vermittlung von Information,
- Erkennung von "Mustern” und Besonderheiten (etwa AusreiBerm).

®* Metaziele:

- Durch Raffung der Daten geht der Bezug m;I@rsmux1verhmx§¢)ebenso
(zundchst) die Information iber Zusammenhdnge zwischen verschiedenen
Variablen.

-~ Methoden der Darstellung hidngen von der Art der Fragestellung und vom
Zweck der Untersuchung ab (Manipulation!).

3., Mittelwerte

Stabdiagramme bieten eine gute Ubersicht liber Ergebnisse,

stellen jedoch eine simultan dargebotene vielfdltige Information
dar, die oft nur einen qualitativen Eindruck hinterldBt. Wir sind
es gewohnt, Sachverhalte mit Zahlen zu erfassen und mittels dieser
"Kennziffern" Vergleiche anzustellen. Dies k&nnen wir leicht, wenn

die Variablen quantitativ sind.

4

Beispiel: Bernd und Alfred spielen Golf., Thr Ergebnis als Stabdiagramm:
ﬂ - t*—'schlage

ihriﬁzkrBBSﬁgj;;%E;E)
) 3 6 9 12 15

Bild 4: Stabdiagramm des Ergebnisses der Golfpartie Alfred () gegen
Bernd (0).

Anz.d.Bahnen
L8]

Gesucht ist eine filir den Jjeweiligen Golfer typische Zahl, die

die Hdufigkeitsverteilung reprédsentiert, die das Ergebnis jedes
Golfers in dieser einen Kennziffer zusammenfaBt. Diese Zahl soll
dann die Fragestellung beantworten helfen. Nimmt man den Mittel-

wert als Basis filir die Entscheidung, so gilt Bernd als der

/‘\/“l

bessere Golfer. ‘
‘ z Bernd ist besser !

——————— o e T "\
Dies ist eine Besonderheit statistischer (im Gegensatz zu historischer) Be-

trachtungsweise, die allzu leicht Ubersehen wird, sie bildet jedoch eine der
Ursachen, warum Ergebnisse statistischer Untersuchungen fiir die Einzelperson
fliir nicht relevant erachtet werden.
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Als grundlegende Eigenheiten des Mittelwertes sollen erarbeitet

werden:

e Aus dem Mittelwert 1ldB8t sich die Summe der Variablenwerte rekonstruieren.

¢ Die Summe der Variablenwerte muB eine sinnvolle Gr&Be geben, dazu ein
Beispiel:
Wohnungsstatistik einer Gemeinde
1960 500 Wohnungen,
1970 1500 Wohnungen,
daher gab es zwischen 1960 und 1970 durchschnittlich 1000 Wohnungen ??

* (b der Mittelwert eine sinnvolle Raffung der Information ist, hingt
vom Zweck, vom Standpunkt des Betrachters ab.

Beispiel: Gehdlter einzelner Angestellter in einem kleinen Betrieb:
6000, 6000, 8000, 24000; X = 11000 ?

- Flr den Buchhalter, der am Monatsende die Gehilter auszuzahlen hat:

nx = auszuzahlender Betrag.

- Flir jemanden, der sich um einen Posten in dem Betrieb bewirbt ?2?

®* Der Mittelwert ist beziiglich AusreiBern empfindlich.

Heuristische Vorstellungen fiir den Mittelwert helfen bei der

Deutung von Ergebnissen sowie beim Verstdndnis technischer

*)

Details ', wie der

- Berechnung von Mittelwerten aus Hdufigkeitsverteilungen, auch mit
Klasseneinteilung,

- Methode des vorldufigen Mittels zur Rechenerleichterung.

¢ Mittelwert als Gleichgewichtswert - Hebelgesetz.

* %
® Mittelwert als Ausgleichswert - geometrische Veranschaulichung. )

Der Mittelwert ist jedoch nicht die einzig mégliche Kennziffer,

mittels der die Frage nach dem besseren Golfer beantwortet werden

* %
kann: Auf der Basis von Modus bzw. Zentralwert
o~
Alfred als der bessere Golfer. :j’ ~
- —— Bernd ist besser ?7?

**)

***)

*
) gilt jeweils

. . . L—ﬂ’\.uﬂﬁ/ﬂkwur//
Hier bietet die rezeptartige Statistik eine Fille von Formeln, die
sich allerdings nur als Resultat verniinftiger Rechenvereinfachungen
herausstellen. Es erscheint vordringlich, den ProzeB der Rechenverein-
fachung aus einer konkreten Situation heraus in den Vordergrund zu
stellen und die Formeln allenfalls auch wegzulassen bzw. sie in dynami-
sche Rechenschemata aufzuldsen.

Es gilt, die Schlagzahl der Colfer gleichmdBig auf die einzelnen BRahnen
zu verteilen. Wir stellen uns einen Sandbehdlter mit Fdchern fiir die

einzelnen Bahnen vor, der in jedem Fach entspre-

chend der Schlagzahl mit Sand gefiillt ist. Ent-
s1- ;/ d e @nwannwm&eTmmmm&nmddma)&mSmd
3 14 49 /“/fa” ein, so erhalten wir auf allen Bahnen gleich
o sebslslnd s viel Sand, ndmlich gerade dem Mittelwert ent—
Bahn sprechend.

Haufigster Wert einer Urliste bzw. derjenige Wert, der die Urliste
halbiert: die Hdlfte der Daten lieqgt iber bzw. unter diesem Wert.
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Die eingangs beinahe definitiv getroffene Feststellung, daB
Bernd der bessere Golfer ist, muB zurlickgenommen werden: Die
Beurteilung des Sachverhalts hdngt von dexr Kennziffer ab, die

dazu herangezogen wird.
Welche Kennziffer sollen wir nun heranziehen ?
Diese Frage kann nicht allgemein beantwortet werden !

Statistische Ergebnisse hidngen von der gewdhlten Methode ab, sie
verlieren ohne den Kontext viel an Aussagekraft. Statistische
Problemstellungen sind offene Problemstellungen. Festlegungen
und Bewertungen sind bei der mathematischen Modellbildung not-
wendig. Etwa soll durch die Heranziehung bestimmter Kennziffern
ein Phdnomen der Realitdt erfafBt werden. Man kann nicht inner-

mathematisch entscheiden, welches MalBl das richtige ist.

Es handelt sich um nicht eindeutig beantwortbare Fragen.

Diese Willkilr soll auch im Rahmen der beschreibenden Statistik
herausgestellt werden. Es gibt wohl Abgrenzungen, unter welchen
Bedingungen gewisse Kennziffern nicht anwendbar sind ("metrische
Eigenschaft" etwa), sie kdnnen jedoch nur Orientierungen geben,

immer bleiben Fragen offen.

Lernziele:

* Operatives Verstdndnis vom Mittelwert: Berechnen von Mittelwerten in
verschiedensten Zusammenhdngen.

e Heuristische Vorstellungen zum Mittelwert: Gleichgewichtswert - Aus-
gleichswert,

* leitidee: Quantifizierung von Sachverhalten mittels Kennziffern.

* Metaziele:
- Aussagekraft des Mittelwerts hidngt vom Zweck ab.
- Statistische Fragestellungen sind prinzipiell offen.

*) Hier bietet sich etwa die Diskussion der Sinnhaftigkeit der Bildung
des Notendurchschnitts in der Schule an. Noten kdnnen allenfalls der
Gri3B8e nach angeordnet werden, keinesfalls kann man aber sagen, dabB
die Distanz (der ILeistungsunterschied) zwischen den Noten 1 und 2 gleich
grofl ist wie die (der) zwischen den Noten 4 und 5. Dies mifite jedoch
eigentlich erfillt sein, wenn man der Durchschnittsbildung eine sinnvolle
Deutung abgewinnen mchte. Notengebung ist Uberhaupt ein sehr heikles
Kapitel beziiglich Quantifizierung von Sachverhalten. Daran anschlieBend
kann man auch die Grenzen der Quantifizierbarkeit und altermative Heran-
gehensweisen diskutieren. IQ-Tests und Leistungstests bei der Uberpriifung
von Bewerbern um eine Stelle sind weit verbreitet und dhnlicher Kritik
ausgesetzt ( Politische Bildung).




4. StreuungsmalBe

Die Repridsentation eines Sachverhalts durch eine Kennzahl ist filr
viele Zwecke unzureichend. Der Mittelwert kennzeichnet nur das
Zentrum einer Verteilung, wesentlich ist aber auch, wie die Werte
um dieses Zentrum verteilt sind. Die Raffung durch eine Kennzif-
fer ist zu extrem. Wir wirden ja nicht Statistik treiben, wenn
zwischen den zu untersuchenden Objekten keinerlei Variabilitat
bezliglich der interessierenden Variablen besteht.*) Variabilitdt
stellt daher eine zentrale Idee der Statistik dar. Auch zu ihrer
mathematischen Frfassung und Beschreibung gibt es wieder ver-
schiedenste Kennzahlen.

Variationsbreite,

mittlere 1lineare Abweichung,

mittlere quadratische Abweichung,
Standardabweichung.

i

1

Wichtig erscheint dabei, nicht durch die Vielfalt an Formeln Ver-
wirrung zu stiften, sondern prozeBartig aufzuzeigen, wie eine
intuitive Idee mathematisch erfafit wird, und, daB es alternative

* Kk
M&glichkeiten gibt. )

Die "Brauchbarkeit" der Standardabweichung zur Erfassung kann

durch das folgende Beispiel demonstriert werden.

Hans hat bei drei Schularbeiten sieben Punkte erreicht.

NS

—]'_ .
10 10 e

Bild 5: Punkteverteilung bei drei verschiederi... Schularbeiten - schraffiert
jeweils der Bereich bis einschlieBlich sieben Punkte.

Ist er daher bei allen Schularbeiten gleich gut gewesen ?

*) Die weite Verbreitung von Mittelwerten paft ganz gut in ein deterministisch
Weltbild: der Zufall ist im gingigen Verstdndnis von Mittelwerten weit-—
gehend "eliminiert".

*%) Wiederum kann man nicht mit Mitteln der Mathematik die Wahl einer be-
stimmten Kennzahl rechtfertigen.
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Die absoluten (Punkt-)Werte x; konnen zur Beurteilung der Frage
of fenbar nicht herangezogen werden, das zeigt die Betrachtung der
Histogramme: Die Ergebnisse der Schularbeiten weisen ein unter-

schiedliches Profil auf. Es bietet sich an:

- anzugeben, wieviele Schiiler jeweils schlechter als Hans abgeschnitten haben,

- die Kennzahlen X und s zu verwenden, etwa um anzugeben, wieviele Standard-
abweichungen Hans unter dem Mittelwert liegt: z; = xi - X , diese normier-
ten Werte differenzieren das Ergebnis und sollen wchl s
shnliches leisten wie in der ersten Variante: aus normierten z-Werten soll
man auch ungefdhr Rangpldtze ablesen kdnnen.

Die sogenannten s-Regeln lauten:

-y, 5% »1- - S ~ gy - - »t-rv, v

-
X- s % q4ia

Bild 6: 2 s- (3 s-) Regel flir symmetrische Verteilungen: Werte auBerhalb des
Intervalls (%-2s, X+2s) (bzw. (X-3 s, X+3s) zdhlen zu den 5% (0,5%)
extremsten (atypischen) Werte fiir die Haufigkeitsverteilung, je  2,5%
( %. )liegen darunter bzw. dariber.

Diese s-Regeln gilt es, empirisch bei einigen Hdufigkeitsvertei-
lungen zu {iberpriifen. Dabei zeigt sich, daf diese Regeln fir ver-
schiedene Typen von Verteilungen unterschiedlich gut brauchbar
sind. Setzt man sie voraus, so stellen sie ein weitreichendes

Instrument dar, sie dienen:

e zum Vergleich von Werten aus verschiedenen Hiufigkeitsverteilungen,

e zur Einstufung eines Wertes innerhalb der bestehenden Verteilung zur
Peurteilung, ob dieser Wert innerhalb dieser Verteilung,als extrem
gelten soll oder nicht.*)

Lernziele:

» Berechnen der empirischen Standardabweichung (bei Klasseneinteilung,
mit Rechenerleichterung) sowie der z-Werte.

¢ Jeitziele:
- Variabilitit und ihre mathematische BErfassung,
- Normierung von Variablenwerten: z-Werte geben ungefdhr Auskunft Uber

Rangplidtze (zumindest fir symmetrische Verteilungen) .

e Metaziel: Wissen um Probleme mit der mathermatischen Frfassung der

intuitiven Vorstelluny Variabilitat.

ot
D

*) Liegt ein Vert xj etwa unterhalb von X-2s, so sind nur ca. 2,5% der Wer
kleirer als er celbst, er wird daher als extrem eingestuft.




5. Empirische Verteilungen

Die Untersuchung verschiedenster empirischer Verteilungen ergibt,
dap die s-Regeln relativ gut brauchbar sind, falls die Verteilung
symmetrisch glockenfdrmig (vom Typ <I>) ist, dafl sie aber bei

schiefen Verteilungen "versagen".

. Bild 7: Fiir schiefe Verteilungen lassen

/P sich aus z-Werten keine Rangpldtze ablesen,
/ der 2s-Bereich geht in der Regel "weit"

- iber die tatsdchlich becbachteten Werte

i R W hinaus.

Je Reroich’

Bei dieser Typisierung empirischer Verteilungen kann und soll
auch ein Ubergang von Histogrammen als Darstellung des Ergeb-
nisses konkreter Erhebungen zu sogenannten idealisierten Haufig-

keitsverteilungen vollzogen werden.

Histog anm
b J Bild 8: Nur wenn Intervallgrenzen
mit Klassengrenzen ident sind, gilt
. im Histogramm exakt:
el . Fldche = relative Hdufigkeit der
i werte, die in das betreffende Inter-
[ R 7 O - vall hineinfallen. Angestrebt wird
2 bty eine Ersetzung des Histogramms
durch einen Polygonzug und in

weiterer Foclge durch den Graphen
einer stetigen Funktion - der
\\\ idealisierten Haufigkeitsverteilung,

,%\ fiir die auch gelten soll:

Fliache =: relative Haufigkeit,

Die idealisierte Haufigkeitsverteilung dient

®* zur Beschreibung einer Erhcbung und zwar ihrer allgemeinen Zige,
ihrer "Muster”,

* zur Einsicht iber Zusammenhinge — Interprotation des Musters sowie von
Abwe ichungen davon,

als Basis fiir zukinftige Erhebungen: Prognosen
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Sie ist ferner der weiteren mathematischen Behandlung leichter
zugdnglich.
Es gibt viele statistische Fragestellungen, bei denen die Infor-
mation aus Hiufigkeitsverteilungen nicht weiter hilft; dazu ein
Beispiel:
Das Sterberisiko verschiedener Altersklassen ist zu beurteilen.

. Bild 9:
" s a) Anzahl der Verstorbenen verschie-
9 g derner Altersklassen.
& :1: b) Beziehungszahlen:
) - {—l X Verstorbene/Altersklasse
8 ﬂjﬂjrw'm% o Lebende/Altersklasse
Tl “0O 05

Erst die Berechnung von Beziehungszahlen (b) hilft, das Sterbe-

risiko verschiedener Altersklassen miteinander zu vergleichen.

Lernziele:

Verfestiqung der elementaren Techniken.
Abgrenzung der s-Regeln: symmetrische, schiefe Verteilungen.

Leitidee: "Muster" ~ Typisierung von statistischen Sachverhalten zur
Beschreibung und zur Prognose.

® Metaziele: - Anwendungsvielfalt
— Interpretation von Daten in Zusammenhdngen.

6. Wo stehen wir ?

Wir haben versucht, in zentrale Problemstellungen der (beschrei-
benden) STATISTIK einzufithren. Es wurde dabei nicht eigens
problematisiert, daB es sich jeweils nur um eine Teilnenge, eine
Stichprobe der Grundgesamtheit handelt. Es ging um Erfassung und
Vermittlung von Information, Bewertung von Sachverhalten, Erkennen
von Regularitdten, im einzelnen waren folgende Konzepte von
leitender Bedeutung:

* Raffung von Daten,
e Quantifizierung von Sachverhalten,
e Idee der Variabilitit,

* Normierung und Bewertung von Einzelwerten innerhalb und zwischen ver-—
schiedenen Verteilungen,

* Idee der statistischen "Muster".




Wir sind bislang ohne Wahrscheinlichkeiten und ohne Wahrschein-
1ichkeitsrechnung ausgekommen. Die folgenden zwei Abschnitte

sind von entscheidender Bedeutung. Der Standpunktwechsel: "Unter-
suchte Gesamtheit ist nur eine Stichprobe einer umnfassendcren
Grundgesamtheit" wirft eine Reihe von Problemen auf. Kann mann,
und wenn man kann, wie kann man die Ergebnisse der Stichprobe

auf die gréBere Gesamtheit Ubertragen? Welche Fehler sind dabel
méglich? Wir werden uns dabel an der Idee der repridsentativen
Stichprobe, einem Minimodell der GCesamtheit, und den Auswahlver- |

fahren, die dazu fihren sollen, nrientieren. Die Relle, die zu-

fillige Auswahl dabei spielt, ist zentral fiir ein Verstdndnis 1
der beurteilenden Statistik, an deren Schwelle wir im Moment

stehen.

7. Stichproben

RBeispiel:

Eine Bundespridsidentenwahl steht bevor. Ein Meinungsforschungsinstitut wird
beauftragt, eine Aussage lber den derzeitigen wihlerwillen zu treffen. Bei

dor wahl selbst werden ja alle Wihler "befragt". Deshalb und auch aus
finanziellen Griinden wire es unsinnig, jetzt schon - vorgreifend - alle zu be-
fragen. So wahlt dieses Meinungsforschungsinstitut eine gewisse Anzahl von
Wihlern als stellvertretende Gruppe aus, befragt diese und rechnet das
Ergebnis ihrer Umfrage auf die Cesamtanzahl aller Wdhler um, um SO eine
Prognose stellen zu kdnnen.

rrifft die Generalannahme zu, daf die Verhiltnisse in der

Stichprobe, bezliglich "relevanter" Merkmale strukturgleich mit
denen in der Grundgesamtheit sind, so ist eine Ubertragung be-
ziiglich des in Frage stehenden Merkmals zuldssig. Die zentrale
Frage ist daher: Wie zieht man eine reprisentative Stichprobe,
eine Stichprobe, die ein Minimodell der Grundgesamtheit dar-
stellt?

Pazu gibt es zwei grundverschiedene Methoden:
a) BewuBte Auswahl - Quotenauswahl

Das Wahlverhalten sei (allein) durch die Merkmale Parteizu-
gehdrigkeit, Konfession und sozialer Status bestimmt. Wir

denken uns die Bevdlkerung als Wirfel:
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4/: // // Bild 10: Schichtung der Bevdlkerung
, nach mehreren Variablen - symbolische

g Darstellung als Wirfel.
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Durch die Werte der einzelnen Merkmale wird die BevOlkerung in
Zellen zerlegt, der Anteil der BevSlkerung in bestimmten Zellen
(etwa (B,m,r)) heiBt Quote. Das erklidrte Ziel der Quotenauswahl
besteht darin, fir die Stichprobe einen Miniwirfel gleicher
Struktur, d.h. mit gleichen Besetzungszahlen (Quoten) bezliglich
der bekannten Merkmale herzustellen, dies soll dann eine {Uber-
tragung auch der Verhdltnisse beziiglich unbekannter Merkmale
(im Beispiel des Wahlverhaltens) von der Stichprobe auf die

Grundgesamtheit ermdglichen.

Das Problem bei bewuBter Auswahl besteht darin, daB die Auswahl
der fiir relevant erachteten (das wahlverhalten "determinierenden")
Merkmale schwierig ist und daB die Information iber die Quoten
allenfalls fehlt oder zumindest unsicher ist*).

b) zZufdallige Auswahl

information ist unsicher, man versucht daher, jegliche ((un)
pewuBte) Information auszuschalten, eine Trennung der Eigen-
schaften der auszuwidhlenden Elemente und dem Auswahlvorgang
zu erreichen. Im Gegensatz zur bewuBten Auswahl versucht man
durch sogenanntes "zufdlliges" Ziehen einer Stichprobe allen
denkbaren Auswahlen gleiche "Chancen" einzurdumen.

Beispiel: Ein Reporter einer Rundfunkstation wird auf die Strale ge-

schickt, um die Meinung der Bevtlkerung dieser Stadt zu einer geplanten
Gesetzesinderung - Fristenl®sung etwa - zu erheben.

Konnen wir dies als zufdllige Auswahl ansehen ?

Unsere Einschd3tzung, ob ein Auswahlvorgang als "zufdllig®

gilt, hdngt vom Stand der Information und der Art der Frage-
stellung ab: Gibt es innerhalb von Cruppierungen relativ
homogene Ansichten zum Befragqungsthema, zwischen den einzelnen
Gruppierungen jedoch starke Unterschiede? S§ind verschiedene

Gruppierungen idber-(unter)reprdsentiert?

L mtetin | g e . rhen

e
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Denkbar im Beispiel: Hausfrauen sind Uberreprdsentiert und reagieren
iberwiegend ablehnend der Einfithrung der Fristenldsung gegeniiber. Wenn
dagegen die Augenfarbe erhoben wird, so mag die Uberreprdsentierung der
Hausfrauen keine Rolle spielen.

Man kann nicht erkliren, was zufdllige Auswahl ist, sondern
nur, was sie nicht bewirken soll: Einseitige Bevorzugung ge-
wisser Stichproben. Die Urnenmethode zielt darauf ab, zu ver-
hindern, daB Eigenschaften der auszuwdhlenden Objekte den Aus-
wahlvorgang beeinflussen.
%k
Urnenmethode: ) Alle N Elemente der Grundgesamtheit sind namentlich be-
kannt. N Kugeln, beschriftet mit den Namen der Elemente, ansonsten iden-
tisch, werden in eine Urne gelegt und sorgfdltig gemischt, n Kugeln davon
werden gezogen und stellen die Stichprobe dar.
Bei zufidlliger Auswahl sind wir mit unserer Vorstellung am
anderen Ende einer "Skala" angelangt als bei bewuBter Auswahl
(Quotenverfahren) :

* paximale Ausnutzung von Information zur Bewertung der Anteile (Quoten)

relevanter Gruppierungen,

®* Ausschaltung jeglicher mbglicher ((un)bewuBter) Information, weitest-
gehende Trennung von auszuwdhlenden Elementen und dem Auswahlvorgang.

Paradox erscheint zufdllige Auswahl zundchst insofern, als
eine normale Stichprobe dieselbe Chance hat, gezogen zu werden
wie eine extreme Stichprobe. Wie ist das mit der Idee des Mini-

modells zu vereinbaren?

Lernziele:

e Verschiedene Methoden der Auswahl und deren Vor- und Nachteile:
Ausnutzung von Information - Ausschaltung von Information.

e Ieitidee: Minimodell zur Ubertragung der Verhdltnisse von der
Stichprobe auf die Grundgesamtheit.

¢ Metaziel: Die Bewertung, ob zufdllige Auswahl vorliegt, hidngt vom
Informationsstand ab.

*) Man behilft sich z.B. so, daB man nicht verlangt, daBl die Gucten aller
Zellen fir die Stichprcbe erflillt werden, sondern daB lediglich die
sogenannten Randquoten (Prozentsatz der AsB-C-Wahler, der Konfession
r,e,a usf.) eingehalten werden.

**) Auch diese Methode ist nicht frei von Problemen - ihre Brauchbarkeit
hidngt wesentlich vom "sorgfdltigen Mischen" ab. Letzlich bleibt es
eine Sache der Bewertung, cb man etwas als zufdllige Auswahl einstuft.
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8. Zufdllige Auswahl und Verteilung der Kennzahl Stichproben-

mittelwert

Beispiel: In einer Kleinstadt gibt es sechs Geschdfte, die Sporthemden
einer bestimmten Qualitdt anbieten.

Geschaft A B C D E F

Preis 140,- 155,- 166,~ 149,- 130,~ 144,~-

Wir erheben den Preis lediglich in drei Geschiften. Ist es sinnvoll, den
mittleren Hemdenpreis in der Stichprobe auf die Grundgesamtheit zu {ber-
tragen ? *)

Die Fragestellung ist natlrlich wirklichkeitsfremd: Wozu fihren
wir eine Erhebung durch, wenn wir die Grundgesamtheit schon
kennen? Der Vorteil einer Stichprobe ist auch nicht unmittelbar
einzusehen, wir koénnten den Preis doch gleich in allen Geschiften
erfragen. Wir opfern Wirklichkeitsndhe der (hoffentlich) besseren

Verstdndlichkeit.

Hat sich in der konkreten Stichprobe A,C,D ergeben, so erhdlt

man einen mittleren Preis X = 154,33. Wie grof ist nun der Mittel-
wert in der Grundgesamtheit? Naiv wiirde man schdtzen:L™~ X =154,33.
Um die Genauigkeit dieser Schdtzung zu beurteilen, wollen wir
untersuchen, welche Werte der Stichprobenmittelwert Uberhaupt
annehmen kann. Wir fassen diese Werte 2zu einer neuen Grundgesamt-

heit, der der Variablen Stichprobenmittelwert zusammen.

Der Vergleich Verteilung in der Grundgesamtheit - Verteilung

der Variablen Stichprobenmittelwert zeigt:

i

I |
«© ININ] MMH![__H_E I zeo

Bild 11: Gegeniberstellung: Verteilung in der Grundgesamtheit - Verteilung
der Variablen Stichprobenmittelwert.

|

—

o der maximale Fehler passiert bei der Auswahl AEF (:#140,6) bzw. bei
BCD f(us 156,6), Fehler dabei ca. 8,~ (1 = 148,6), was angesichts der
groBen Variabilitdt der Einzelpreise (130,- bis 166,~) akzeptabel
erscheint.
es gibt viele "normale", nur wenige "extreme" - von einem Minimodell
abweichende Stichproben,

s am

*)  Man kann die Fragestellung etwa durch allgemeine Uberlegungen zum
Verbraucherpreisindex motivieren.
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Im Unterschied zur Verteilung in der Grundgesamtheit bzw. in

einer speziellen Stichprobe bezieht man sich nun nicht mehr auf
eine Gesamtheit von Geschdften (in anderen Fdllen: von Personen),
sondern auf eine Gesamtheit von m&glichen Stichproben. Eine
Grundgesamtheit ist in der Statistik auch eine Menge von denkbaren

Beobachtungen.

Die Verteilung der Variablen Stichprobenmittelwert kann nun in

zwelerlei Hinsicht gedeutet werden:

e statisch: Uberblick {lber alle M&glichkeiten

e dynamisch: Anteile in dieser Verteilung k&nnen als Chance gedeutet
werden. Zufdllige Auswahl soll ja bewirken, daB jeder
einzelne mogliche Wert gleichberechtigt ist:
Ein Fehler von mehr als 4 S passiert bei nur 8 von 20
miglichen Stichprcben - das Risiko, einen solchen Fehler
zu machen bei der Schitzung 4™ X, wird daher mit 8/20 bewertet.

zufidllige Auswahl ist mit der Idee des Minimodells dahingehend
vereinbar, als es eben viele "normale" und nur wenige "extreme"
Stichproben gibt. Das Risiko, eine extreme Stichprobe zu erhalten
ist klein. Das Auswahlverfahren greift indirekt und dient

gerade dazu, dieses Risiko berechenbar zu machen.

Wenn wir den Stichprobenumfang variieren, so zeigt sich Uberdies:

et L L L | R

eer I IR L L Bild 12z Verteilung der Va-

LT Y ) YR Tiah e S e e ar
i variierendem Stichproben

v P o umfang.

I R

10 140 1520 160

O Mit zunehmendem Stichprobenumfang zieht sich die Verteilung der
Variablen Stichprobenmittelwert zusammen, die "Genauigkeit" der
Schatzung 1 ~ X  wird besser.

Auch bei zufdlliger Auswahl kann man Information iiber die

Grundgesamtheit positiv verwerten:

Wir nehmen an, daB wir wissen, daB B und C exklusive, A,D,E und F normale
Geschifte sind. Wir wdhlen aus den zwei "Schichten" von Geschédften getrennt
aber zufdllig avs,und zwar ein Geschédft aus  B,C -, zwel aus . A,D,E,F . .
Damit wird etwa B C D als Stichprobenergebnis ausgeschlossen.
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migliche Stichproben

‘ “ ohne
Schichtung

mit

HHAF

Bild 13: Verteilung der Variablen Stichprobenmittelwert mit und chne
Schichtung.

o Je homogener die Schichten, aus denen zufdllig ausgewdhlt wird, umso
besser. Die Abbildung zeigt, wie durch Einbrirngen von Information in
Kombination mit zufdlliger Auswahl die "Genauigkeit" der Schitzung
verbessert wird.

Fiir das weitere Vorgehen ist das Studium der gedachten Vertei-

lung aller Stichprobenmittelwerte notwendig:

Variable Stichprobenmittelwert X Grundgesamtheit X
T v .
oz = f(o,n) ~ —

/o
Je eher X vom Typ -,

desto eher X vom Typ =AN . . » »

Grundgesamtheit FOTTITL, LRI, _errrds )

Verteilung des

Stichprobenmittel - \”“ | s et Iﬁ
werts o V__LL‘ o\ ”_K) L,

Bild 14:

Verteilung der Variablen Stichproben—
mittelwert bei verschiedenen Vertei-
lungen in der Grundgesamtheit.,

Die Zusammenhidnge k&nnen empirisch anhand einiger Beispiele,
aber auch durch Simulation von Stichproben aus bestimmten Grund-

gesamtheiten erarbeitet werden.

Die angesprochenen Zusammenhdnge zwischen Grundgesamtheit und
Verteilung der Variablen X sind Kern der Wahrscheinlichkeits-

*
theorie. ) Damit ko&nnen wir die s-Regeln auch fir die Verteilung

von X anwenden:

*) EinschlieBlich des zentralen Grenzverteilungssatzes.




- [u- 2<5§, u o+ ZCfi] ist dann ein Interwvall, das ca. 95% der

normalen Stichprobenmittelwerte enthdlt, ein sogenanntes 95%-Prognose-
intervall fiir X.

= 273 kann als MaB fiir den Fehler der Schidtzungh® % gedeutet werden.

- U - 2f3§, “w + 20 = zeigen an, welche Stichproben als extrem einzu-
stufen sind.

Etwas suggestiver 1st die Sprechweise: Die Wahrscheinlichkeit -
das Risiko, daB der Wert von X aus dem Prognoseintervall

[+ - 29 g 0 Mot 20 i] *) herausfidllt, wird mit 5% bewertet. Diese
Bewertung ist natirlich darauf bezogen, daB zufdllig ausgewdhlt
wird und soll "prognosefdhig" sein, d.h., wenn man tatsdchlich
"zufdllig" unter denselben Bedingungen auswihlt, soll in ca. 5%
der Stichproben tatsdchlich ein so extremer Stichprobenmittelwert
realisiert werden, daB er aus diesem Prognoseintervall heraus-

fallit.

Lernziele:

¢ Zusammenhdnge zwischen Grundgesamtheit und Variablen Stichproben-
mittelwert (X).

®* [eitziel: Menge von denkbaren Becbachtungen fiir X als neue
{(hypothetische) Grundgesamtheit - stellt den VergleichsmaB8stab flr _
die Beurteilung eines einzelnen, isolierten Stichprobenmittelwerts x
dar.

* Metaziele:
- Bedeutung zufdlliger Auswahl filir die Deutung der Verteilung von X.
- Zusammenhdnge zwischen der Idee "zufdllige Auswahl" und der
Zzielvorstellung "Minimodell".

9. Statistische Beurteilung

Das Sporthemdenbeispiel ist insoferne von tatsdchlichen Entschei-
dungssituationen unter Unsicherheit verschieden, als die Grund-
gesamtheit fiktiv bekannt ist, es dient nur als Aufhdnger, die
Zusammenhdnge zwischen der Verteilung in der Grundgesamthelt und

der Variablen Stichprobenmittelwert zu untersuchen.

*) Verwendet man die 3 s-Regel, so hat man das entsprechende Risiko mit
ca. 1% zu bewerten.
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Beispiel: Herr Mahlfreund mdchte tberprifen, cb die Abfiillmaschine fir

die 1kg-Mehlpackungen richtig eingestellt ist. Gewisse Abweichungen, vom
Sollgewicht sind einfach nicht zu vermeiden. Er muB jedoch darauf achten,

daB er die untere Grenze von 985 g nur in sehr wenigen Fdllen unterschreitet.
Deshalb ist es notwendig, den Abfiilllvorgang von Zeit zu Zeit zu Uberpriifen.

In einem solchen Probelauf (Umfang n=30) ergibt sich: x = 995,49 g, s = 4,73 q.
Soll er die Maschine neu justieren oder stellt das Stichprabenergebnis keinen
AnlaB dar, in den Abfillvorgang einzugreifen und die Maschine neu zu
justieren?

Das Beispiel illustriert die grundsdtzliche Problematik der

statistischen Beurteilung:

Man soll aufgrund der verfigbaren Information aus einer Stich-

probe
- Entscheidungen f&llen,
- gewisse Hypothesen iber die Grundgesamtheit priifen: die Maschine
ist gut justiert, d.h. die gefiillten Mehlpackungen haben einen
Mittelwert von u = 1000 g.

Es ist klar, daB dabei Fehler m&glich sind. Stoppt man den Abfill-
vorgang, so kann dies zu Unrecht erfolgen und es entgeht einem
"teure" Maschinenzeit. Andererseits kann es passieren, dafl der
Abfiillvorgang nicht in Ordnung ist und daB dies nicht erkannt
wird. Dann bekommt Herr Mahlfreund eventuell Schwierigkeiten mit

den Kontrollbehdrden bzw. mit den Abnehmern.

Folgendes Entscheidungskriterium ist naheliegend:

XE(L‘)—(-?.O}-(, u)—(+20)-&) -+~ Hypothese u = 1000 g

verwerfen -  neu justieren.

Von cden Moglichkeiten:

(a) die Abweichungen sind auf "Fehler" bei der zufdlligen Auswahl
zuriickzufihren,

(b) es ist etwas passiert, was nur geringe Wahrscheinlichkeit
(ndmlich 5%) hat,

(c) die Hypothese Uber den Mittelwert u trifft nicht zu,

wird nur die letzte in Betracht gezogen.

XxX€ (y==-20z, U=

gt 20 i) -~ kein Einwand gegen Hypothese

tiber den Mittelwert u - Abfiill~
vorgang geht weiter.

Man sagt: Das Risiko dieses Entscheidungsverfahrens - Test - wird
*
mit 5% bewertet. )

*) Flir die 3s-Regel: Risiko = 1%.
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Fiir die Auswertung des Entscheidungskriteriums braucht man noch

die Werte ug und 0 .

X
Die Hypothese = 1000 g liefert Ly =y =1000 g,
- * - . B,
fir Oi = . ) schidtzt man o~ s, s = 4,73 g, die Standard-
ﬁ? abweichung aus der Stichprobe.

Der Nachteil der bisherigen Vorgangsweise liegt darin, daB man
eine einzelne Hypothese lber . isoliert "testet".

Die Frage: "Welche Hypothesen iliber den Mittelwert kdnnen beil
einem solchen "Test" nicht ausgegliedert werden" fiihrt auf den

Begriff der sogenannten Vertrauensintervalle.

Die Stichprobe hat ergeben. Eine Hypothese u kann nicht abge-

[

lehnt werden, wenn x € (u - 2 Gi T 2(72 ), d.h., wenn der
realisierte Stichprobenmittelwert im Vergleich zur gedachten

Verteilung von X unter der Annahme . als nicht "extrem" ausge-
wiesen wird. Es gilt: X € (. - 2nji ’ o+ 2 UQ ) genau dann,

wenn i € (x - 2 9% X + 20% ) man sagts (x = 202 , X+ 2¢5)
ist eine Realisierung eines Vertrauensintervalls zur "Sicherheit”

* %
95%. )

was unter Genauigkeit der Schitzung L~ X zu verstehen ist.

Der Begriff Vertrauensintervall prdzisiert gleichzeitiqg,

von den Einschrinkungen der Risiko-Werte mit 5% (1%) bzw. der
Sicherheits-Werte 95% (99%) kann man sich durch die Einfihrung
der Normalverteilung befreien. flber Deutung und mdgliche Fehl-
deutungen der "statistischen Standardaussagen" kKonnte man noch
viel anfiligen. Es sei hier nur daran erinnert, dafl die Einschatzun-
gen beziiglich Risiko und Sicherheit entscheidend von der Voraus-
setzung der zufdlligen Auswahl abhdngen.

Lernziele:

* Gnindprobleme statistischer Beurteilung.
* standardmethoden: Test und Vertrauensintervalle filr den Mittelwert,

* Metaziele:

- Deutung von grundlegenden statistischen Aussagen wie "das Risiko
eines Tests wird mit 5% bewertet", "die Sicherheit der herangezogenen
Vertrauensintervallmethode wird mit 95% bewertet".

- Binfache Fehldeutungen von Crundaussagen der statistischen
Beurteilung.

- polle der zufdalligen Auswahl filr die Bewertung von Risike und

_______ Sicherheit.
x) Auf die Unterscheidung von Stichproben aus endlichen Crundgesanmtheiten
und Wiederholungen desselben Experinents wollen wir hier nicht eingehen.

¥*) Der 3s-Regel entspricht ein 99%-Vertrauensintervall.
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10. Zur Rolle von Wahrscheinlichkeiten und innermathematischen

Zusammenhdngen

Wahrscheinlichkeiten haben nur die Funktion der Bewertung von
Risiken, sie treten - im Gegensatz zu Ublichen Darstellungen der
Stochastik ~ als HilfsgrdBen auf. Inhaltlich verstehen wir Wahr-
scheinlichkeit in zweierlei Hinsicht:
® Idealisierte relative Hiufigkeit, aus der Prognosewerte fiir tatsichlich
auftretende, relative Hiufigkeiten abgeleitet werden sollen.

* Ausdruck der subjektiven Bewertung einer Situation. Die Forderung, das8
auch daraus Prognosen flir relative Hdufigkeiten ableitbar sein sollen,
stellt fir Testsituationen allerdings eine Fiktion dar.

Im Zentrum der Wahrscheinlichkeitstheorie sind die Zusammenh#inge
zwischen der Verteilung in der Grundgesamtheit (X) und der
Variablen Stichprobenmittelwert (X) anzusiedeln. Im Falle der
Herleitung der Verteilung von X miiBte man den Begriffsapparat
mehrdimensionaler Wahrscheinlichkeitsdichten, Randdichten sowie
Integraltransformationen aufbauen. Wir plddieren dafiir, diese
innermathematisch anspruchsvollen Beziehungen empirisch vorweg-
zunehmen, und das schon im Hinblick auf die fiir die Praxis be-
deutsame Normalapproximation der Variablen X (implizit unsere

Verteilung vom Typ <N, zentraler Grenzverteilungssatz).

Wenn man diese innermathematischen Beziehungen nicht aufgreift,
sO besteht keine Notwendigkeit, den Kalkiil der Wahrscheinlich-
keitsrechnung explizit aufzubauen. Den dadurch gewonnenen Frei-
raum méchten wir dadurch niitzen, daB wir direkt zur statistischen
Beurteilung vordringen, und ferner, daB den Fragen "Welche Kon-
zepte stehen im Hintergrund?", "Was bedeuten statistische Aus-

sagen?" mehr Raum gewidmet werden kann.
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